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DEUXIhIE kPREUVE DE MATHCMATIQUES 

D U R ~ E  : 4 heures 

Ce problème comporte de nombreuses questions indépendantes 

P.4RTIE 1 

On définit une application f de ] O, - CO [ dans R par f (n) = e - '  lnx(In Gsigne le logidhrne népérien). 

1.1. Montrer que f est indéfiniment dérivable. Etudier le signe de g ( x )  = e ' f"  (2). Dresser ie tableau de variation 
de f. On notera zl et za ies réels tek que f '  (2,) = O et f "  ( x J  = O. 

1.2. Donner une vdeur approchée à 10-2 près de x ,  et f ( x J ,  en indiquant h méthode et le moyen de calcul utiiisés. 

1.3. Tracer 1a représentation graphique de f. 

PARTIE 2 

On définit deux suites (un),+, et (u,,),,, par : 

1 1  
un = - ln (n) + et v ,  = un, - un. A i  

2% Donner un équivdent simple de v ,  pour n infini, et prouver que la série v ,  converge; en ciètluire que ia A 
n a  1 

suite (u,,),,, converge aussi. On notera C la limite de la suite 

2.2. Prouver que : 

2.3. En deduire que : 

i a D  

1 yf ly -.  
A Pa n - . t m  n 
p-n 

2.4. Soient (a,) nt:, et ibn)  n f  p, deux suites de réels strictement positifs teb que : 

(il u, - b ,  
I L - +  1c 

n f  N 

Démontrer que : 

a, - y, b,. A n-.T n 

p-n 0-n  

(On pourra pooer h, = op ( 1  + zp)  avec lim c ,  = O et prouver qtle : 
p-.-a 



L t"" p - n  

1 
n - + r  2n 

2 5 .  Déduire des questions précédentes que : Z L ,  - C - -. 

3.6. On définit deus suites ( x , ) , , ,  

x ,  = - 

En s'inspirant du raisonnement 
pour n infini. 

utilisé pour les suites (un),,*[ et ( ~ , , ) , , ~ 1 ,  trouver un équivdent de x ,  - C 

Pour n entier supérieur ou i g d  à 2, on pose : 

D-  n- I 

avec iim Q, = O .  an Prouver que C = zn +- - 
na h a + -  

2.7. Caicder à I O - $  près une v d e u  approchée de z ~ .  

PARTIE 3 

.+ Q) II r+  9 

O O C I  

On pose : 1 = J 

3.1. Justifier l'existence de J. 

j ( t )  d t ,  J = J f ( t )  d t ,  K = \ f ( t )  dt , f étant définie en p d . e  1. 

3.2. Par une intégration par parties, montrer que J = JI' G.: d t .  

3.3. Justifier l'existence de K. 

3.3. Par une intégration par parties, montrer que K = 

3.5. Justifier l'existence de 1 et la relation 1 = J t K. 

w.9 e - L  

J, 7- d t *  

4.1. 

4.3. 

4.3. 

4.4. 

4.5. 

PARTIE 4 

Prouver que : Y x > - 1, In (1 + X )  G x 

t ' n  E n d é d u i r e q u e : Y n E N ' ,  V t  < n ,  (1 - ;,) 
1 Prouver que : Y x E [ - 5 O ] .z - x2.g In ('1 + x )  . 

< r ~ - ~ .  

En dCduire que : V n E N' , ,,,[O,;]. 

12 

Q e - n .  
t a  1 - - 
n 

Montrer que : V n E N*, V t  E R ,  

En déduire que : 

V n e E J ,  n 3 4, Y t E  [O, \in], e - t ( I  - f )  < ( 1  - 
\ 

4.6. Prouver que : 
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PARTIE 5 

ut entier naturel n non nul, on pose : 

5.1. Justifier i'esistence de J, et de X, . 

5.3. Prouver que : 

= -  T;' (1 - u ) ' .  
(1 - u) ,  -1 V n c " ,  Y U E R ' ,  

.l 
'P 

5.4. Montrer que : J, + K~ = in (n) - y - = - un * 

(u, est d é h i  en partie 2). 

P.4RTIE 6 

6.1. Démontrer que : 

-1 

Y n e N .  n 3 4, O s J - J,  Q 1 te- ;  d t ,  et que : lim J n =  J .  
n . . O  n--+?o 

6.2. Montrer que : 

En déduire que lim Kn = K. 
n--+ n 

6.3. Deduire des questions et parties précédentes que : 

\'+= e-L In (c) dt = - C. 
.6.4. Calculer : 

r l  1 - e-t - e - l i t  
d t  . JO C 


